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Clasa a XI-a, Solutii si barem
Problema 1. Consideram sirul de numere reale (x,,),>1 definit recurent prin
2
n
x1 =1¢i ©y11 =z, + — pentru n > 1. Aratati ca, pentru orice n € N,
n

— 3
n3 < §$n+1 < v (TL + 2)3
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4
Solufie si barem. Avem evident 22, = a2 + 2n® + 2 > 22 4 2n?. De aici

n

1)(2 1 2
rezultd 22 | > nin + )3( n+tl) > §n3 pentruoricen € N................ ..., 9p
3
Din relatia de recurentd deducem apoi i z2; < z7 + 2n” + 7” ........... 6p
1)(2 1 3 1 2
Rémane de verificat nin + )3( n+l) + n(n4+ ) < 3 m+2)3........... 6p

Problema 2. Fie A,B € M3(R) astfel incat AB — BA = A. Aratati ca
A3 = Os.

* ok k
Solutie gi barem. Prin inductie, deducem A"B — BA™ =nA™............... 6p
De aici rezulta cd tr(A™) = 0 pentruorice n > 1. ..., 6p

Teorema Hamilton-Cayley implicd A% — tr(A)A? + aA — det(A)I3 = O3, unde

1
a = i(tr(A)2 —tr(A?)) = 0, deci A3 = det(A)I3 si, cum tr(A%) = 0, deducem
A3 = 03. ..................................................................... 9p

Problema 3. Fie f : [1,00) — R o functie continua cu proprietatea ca f(z™) >
f(x), oricare ar fi x € [1,00) i n € N. Aratati c& lim f(z) exista.
Tr—>r00
* ok k

Solutie gi barem. Fie g : [0,00) — R, g(z) = f(e*). Atunci g este continua pe
[0,00) si g(nz) > g(z) pe domeniu. E suficient sa ar&tdm ca limita lui g la infinit

€ 4 1] 17 TP 3p
Presupunem ca nu ar fi aga. Exista atunci doua siruri cu limita infinit, (zg)g,
(yr)k st L > 1, astfel ca limg(ap) = L, limg(yg) =1 «oovnviiiiiii it 3p
Agadar existd a € [0,00) i’ > 1 cu g(a) > ', deci, din continuitate, un interval
[a, b], neredus la un punct, cu g(x) >’ pentru z € [a,b].............c..oii.L. 3p

Cautdm ny € N astfel incat reuniunea intervalelor [na,nb], n > ng sa fie inter-
valul [ang, 00). Pentru aceasta, este suficient ca (n+1)a < nb pentru n > ng, adica

a
n > A Astfel, putem luang =[a/(b—a)]+1 ... 6p
Reiese c& pentru orice x € [ang, o0) existd n € N* astfel incat = € [na, nb], deci
g(z) > g(x/n) > ', in contradictie cu existenta sirului (Tg)g .. vovvveenenan. . 6p
Observatie. Din ipoteza nu reiese ca functia este monotona. Un exemplu in acest

te f(x) cosz —4

sens este f(z) = ——

z+1

Problema 4. Fie A € M3(Z). Notdm cu d(A) cel mai mare divizor comun
al elementelor matricei A. Aratati ci, dacd d(A) = d(A?%) = d(A3) = 1, atunci
d(A¥) =1 pentru orice k > 1.
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Solutie si barem. Nu putem avea d(A*) = 0 pentru vreun k € N, ciici atunci,

din Hamilon-Cayley, am avea A% = Oz ........ooiiiiiiiii i 3p
Din teorema Hamilton-Cayley, exista a, b, ¢ € Z astfel incat A3+aA%2+bA+clz =
03 ............................................................................ 3p
Pentru k& > 2, inmultind relatia cu A*~! obtinem A¥*+2 4 A1 4-pA* - cAF—1 =
03 ............................................................................ 3p

Fie, prin absurd, k¥ > 3 cel mai mic natural cu p = d(A*) > 1. Pentru r > k
avem A" = A¥ . A7=%F = pB, B € M3(Z), deci matricele A¥+2 A1 A* au toate
elementele divizibile cu p. Rezulta ca c e divizibilcup ......... ... ..., 6p

Se arata pe rand, in acelasi mod, ca a,b sunt divizibile cu p, deci A% = pD cu
D € M3(Z), adica d(A3) > p > 1, contradictie. ...........cooviiiiiiniin... 6p



